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1. La fonction exponentielle et la fonction logarithme népérien
ffR->R
I existe une et une seule fonction f telle que { Vx € R, f'(x) = f(x).
f0)=1
On appelle cette fonction la fonction exponentielle et on la note x = exp(x) ou encore x - e”*.
Voici un schéma de sa courbe représentative qui permet de résumer cette fonction:

T )

Elle a les propriétés suivantes: le domaine de x » e* est R
Vx ER,e* >0
e =1
(e*) =e”
x — e”* est strictement croissante sur R
lim e* =

X——00
lim e* = 4o
X—+00

Voici son tableau de N | signe:
S‘j“ 1;\( € "_)'_

Voici son tableau de variation:
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On appelle fonction logarithme népérien, la réciproque de la fonction exponentielle. On la note
x — Inx.

b b o b }mfxm Nzt de &/@J’,« x>e
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Voici un schéma de la courbe représentative de la fonction x = Inx qui permet de résumer cette
fonction:

Elle a les propriétés suivantes: le domaine de x +— In x est R}
In1=0
(Inx)' = %
x ~ Inx est strictement croissante sur R
limlnx = —co
x—0
lim Inx = +o0
X—+00

Voici son tableau de signe:

B

L9 O

Voici son tableau de variation:

N 0 + o5

+

On
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Propriété
frR-=R
Il existe une fonction f telle que { Vx € R, f'(x) = f(x).
f(0)=1
Démonstration
Existence de la fonction exponentielle: « http://tsmaths.free.fr/Prepa/existenceexpo.pdf ».

c.q.f.d.
Propriété
f:R->R
Soi une fonction f telle que < Vx € R, f'(x) = f(x).
fO=1

Alors, Vx € R, f(x) # 0.
Démonstration

Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢(x) = f(x) X f(—x).
¢'(x) = f') X f(=x) = f(x) X f'(=x) = 0.
La fonction ¢ est donc contante.
Mais ¢(0) = f(0) x f(—0) = 1.
Par conséquent ¢p(x) = 1 pour tout x € R.
Onadonc: f(x) X f(—x)=1pourtoutx € R
f(x) # 0 pour tout x € R.

c.q.f.d.
Propriété
fR->R
I existe une et une seule fonction f telle que { Vx € R, f'(x) = f(x).
f0=1
Démonstration
f:R->R
Soit une fonction f telle que { Vx € R, f'(x) = f(x).
f(0)=1
g:-R->R
Soit une fonction g telle que { Vx € R, g’ (x) = g(x).
g(0)=1

g ne s’annule pas sur R, alors la fonction 5 est dérivable sur R, et :
\ ' 0)g)—fx)g'x) _ fx)gx)—f(x)g(x)
—_ frd = = 0.
(g) ) 9(0) 9(0)
La fonction 5 est donc constante sur R.

L-¢ pour un réel C.

g
Comme f(0) =g(0) =1,C = 1.
Conclusion: f = g.

c.q.f.d.
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Propriété
La fonction exponentielle est strictement positive et strictement croissante sur R.
Démonstration

Vx € R, exp(x) # 0.

Soient deux réels a et c tels que a < c.

Supposons que exp(a) X exp(c) < 0.

exp(a) et exp(c) sont de signes contraire.

La fonction exponentielle est continue sur [a; c] car elle y est dérivable.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel b € ]a; c[ tel que exp(b) = 0.
Mais exp(b) # 0.

On a une contradiction et donc I’hypothése « exp(a) X exp(c) < 0 » est fausse.
La fonction exponentielle est donc toujours du méme signe.

Comme exp(0) = 1, ona exp(x) > 0 pour tout réel x.

La fonction exponentielle est strictement positive sur R.

Comme exp’ = exp, le signe de la dérivée de la fonction exponentielle est le méme que celui de la
fonction exponentielle ; donc exp’(x) > 0 pour tout réel x.
La fonction exponentielle est donc strictement croissante sur R.

c.q.f.d.
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Propriété

Pour tout (x,y) € R?:
% exp(x +y) = exp(x) X exp(y)

1
exp(=x) = exp(x)
% exp(x—y) = —ziig;

% (exp(x))? =exp(px) ,p € Z.
Démonstration
% Soit y un réel.

Soit la fonction £, (x) = exp(x + y) X exp(—x) définie pour tout reel x.

Cette fonction est dérivable sur R et
fy(x) = (exp(x + y))" x exp(—x) + exp(x + y) X (exp(—x))’
fy (x) = exp(x + y) X exp(—x) — exp(x + y) X exp(—x)
fy(x) =0.

La fonction f, est donc constante sur R et comme f£,,(0) = exp(y), on a f,,(x) = exp(y).

Donc, exp(x +y) X exp(—x) = exp(y) pour tout (x,y) € R?
exp(x + 0) X exp(—x) = exp(0)
exp(x) X exp(—x) =1

exp(—x) = ﬁ car pour tout réel x, exp(x) = 0
1
exp(x +¥) X == exp(y)

exp(x +y) = exp(x) X exp(y).
< exp(x —y) = exp(x + (—¥)) = exp(x) X exp(—y) = exp(x) X

Initialisation (n = 0) : (exp(x))° = 1 = exp(0 x).
Hérédité : Soit un entier naturel n.
Supposons que (exp(x))™ = exp(n x).
(exp(x)**1 = (exp(x))™ X exp(x) = exp(n x) X exp(x) = exp(n x + x)
exp((n +1) x)
Conclusion : par récurrence, (exp(x))™ = exp(n x) pour tout entier naturel n.
Supposons que p < 0.
Posons p = —n.

(exp(x))? = (exp(X)) ™ = —— = — : — = exp(p x).

T ep@) | expmx)  exp(-pm) T
Conclusion : (exp(x))? = exp(p x) pour tout p € Z.

c.q.f.d.

1 exp(x)
exp(y)  exp(y)

X/
°
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Propriété
% e* > x, pour tout réel x ;

& lime* =+40;
X—+00

@ lime*=0;
X—>—00

e*—1

_1;

< lim
x-0 X
. eX
% lim —=+o0;
x—+o0 X
% limxe*=0.
X——0o0

Démonstration

% Soit la fonction f(x) = e* — x définie sur R.
Cette fonction est dérivable sur R et f'(x) = e* — 1.
Comme e® = 1 et x — e* est strictement croissante, on a :
Sur]—o;0[: e* <1

e*—1<0
f'(x) < 0.
Sur ]0; +oo[: 1< e*
0<e*-—-1
0 < f'(x).
Ona:  f eststrictement décroissante sur |—oo; 0 |
f est strictement croissante sur [0; +oo[
f(0) =1.
Alors, pour tout réel x:  f(x) =1
f(x)>0
e*—x>0
e* > x.

< Comme e* > x, pour tout réel x
lim x = 400

x>+
alors, lim e* = +o0 .

x>+

1
& e = — pour tout x € R.
Comme lim —x = 4o et lim e* = 400,
X——00 x>+

on a par le théoréme de la limite d’une fonction composée : lim e™™ = +oo.

X—>—00
Comme liml1=1et lime™ = 4o,
X——00 xX——00
L .. R e, 1
on a par le théoreme de la limite d’une opération : lim == 0.
X—>—00

Conclusion : lim e* = 0.

X——00

. X1 .y ., 0
% 1lim <= = 0 donne la forme indéterminée -.
x-0 X 0
. e*-1 . e*—el . —-f(0
lim= = lim =% = [im L@ o posant f(x) = e*
x-0 X x->0 x—0 x->0 x—0

=f'(0) =e® carf'(x) =e*
=1
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X
% lim < donne la forme indéterminée g

x—+oo X
X
Pourtoutréel x > 0: e >§
x 2
eg>@
X
ez > Vx Vx
2
X
ez ¥
X 2

x 4
X
Comme e? > =, pour tout réel x > 0

X
lim — =+

X—+00
. eX
alors, lim — = +o0.
x—+co X
% lim xe* donne la forme indéterminée oo X 0.
X——00

Pour tout réel x < 0 xe* = —(—x)e~ %) = _eg:f)) = e%)

(=x)

. . ex
Comme lim —x =+4oet lim — =+,
X——00 x—+o00 X o
;s .. . . . . el™*
on a par le théoréme de la limite d’une fonction composée : lim = +0o0
x—>—oo (—

(=x)

Comme lim 1=1et lim &

X—>—00 X—>—00 (—x)

on a par le théoreme de la limite d’une opération :

= 400

m o= =0

(=x)

li
x—

Conclusion : lim xe* = 0.

X——00

c.q.f.d.
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Propriété
Le domaine de la fonction logarithme népérien est R}
Démonstration

La fonction logarithme népérien est la fonction réciprogue de la fonction exponentielle.

La fonction exponentielle est toujours plus grande que 0, alors I’image de R par la fonction
exponentielle est inclue ou égale a R.

Soit y € R}.

Ona: lime*=0

X——00

la fonction exponentielle est strictement croissante sur R
lim e* = 4.
X—+00
lim e* = & VEeER,,IBERVXERXx<B=0—€e<e*<0+¢
X—>—00
& VeeR,,IBERVXERXx<B=>0<e*<e
lime*=40 o VAERIBERVXERXx>B=>e*>A4

xX—+00

Il existe donc un x, € R tel que e*® < y.

Il existe donc un x; € R tel que e*t > y.

La fonction exponentielle est continue sur [x,; x; ] car elle est dérivable sur [x; x4].

Alors, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un x € [x,; x;] tel que e* = y.
Donc chaque y € R’ posséde un antécédent par la fonction exponentielle.

L’image de R par la fonction exponentielle est égale a R.

Alors le domaine de la fonction logarithme népérien est R.

c.q.f.d.
Propriété
In1=0.
Démonstration
e’ =1.
La fonction In est la bijection réciproque de la fonction exponentielle et donc, In1 = 0.
c.q.f.d.
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Propriété
La fonction [n est dérivable sur R et In'(x) = %

Démonstration

On a le théoreme :
Si f est une bijection de A sur B
et f est dérivableen x, € A
et f'(xg) # 0
et f~1 est la bijection réciproque de f
et £ (xo) = ¥o
Alors, f~1 est dérivable en y,

—1\7 — 1 = 1
et (f ) (YO) - £ (x0) - f’(f_l(J/o)).

Soit y, € R}. Soit x, tel que e*° = y,,.
Ona: lafonction exponentielle est une bijection de R sur R’
x + e* est dérivable en x, € R.
e* £0
x ~ Inx est la bijection réciproque x — e*
e’ =y,

Alors, x — In x est dérivable en y,

1

, 1
In'(o) = 5 = 5~

c.q.f.d.

La fonction exponentielle et la fonction logarithme

11



Propriété
Pour tout (x,y) € (R})?:
% In(xy) =In(x) + In(y)
v 1\ _
% In (x) =—Inx

3 X\ — —

% In (y) = In(x) — In(y)
% Inx?P =plnx ,p €Z.

Démonstration

Soit (x,y) € (R%)2.
& eN@Y) = xy = N0 x IO = INEV+INE)
eln@y) = e+ &  In(x y) = In(x) + In(y)
car la fonction exponentielle est une bijection de R sur R

In(x y) = In(x) + In(y).

1 1
ln(x X —) =Inx+In=

X X

X/
°

1
ln(xx—>=ln1=0
X
1
Inx+1Iln—=20
X

In G) = —Inx.
< In (i) =In (x X i) =In(x) + In (i) =In(x) —In(y) .

Initialisation (n = 0) :Inx® =In1=0=0lnx.
Hérédité : Soit un entier naturel n.
Supposons que Inx™ = nlnx.
Inx"*! =In(x" x) = In(x™) + In(x) = nln(x) + In(x) = (n + 1) Inx.
Conclusion : par récurrence, In x™ = nIn x pour tout entier naturel n.
Supposons que p < 0.
Posons p = —n.

X/
°

Inx? =Inx™ = lnxin =—Inx"=—Inx?=—(—p)lnx =plnx.
Conclusion : Inx? = pInx pour tout p € Z.

c.q.f.d.

Propriété

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur R’;.
Démonstration

Pourtoutx e R} : In'x = % > 0.
La fonction logarithme népérien est donc strictement croissante sur R7.

c.g.f.d.
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Propriété

lim Inx = 400
X—>+00

limlnx = —o0;
x—0

. In(1+x
llmg =
x—0 X

. Inx
lim —=0;
x—+00 X

limxlnx=20.
x—-0

1;

Démonstration

lim Inx =40 ©VBERIAERVXER,,x>A=>Inx >B.

X—+00

Soit B € R.

Inx >B & e"* > ef carlafonction exponentielle est strictement croissante sur R
s x> eb.

Posons A =e®.Onadonclnx >B & x > A.

Soit x € R}.

Supposons que x > A. Alors, Inx > B.

x>A=Inx>B

VxR, x>A=Inx>B

JAeERVxER, x>A=>Inx>B

VBERFJAERVXER,x>A=>Inx>B

lim Inx = 400,

X—>+00 "
Pourtoutx >0:lnx = —(—Inx) = —ln;.
Comme lim =~ = 4o et lim Inx = +,
x—-0t X x—+0o 1
on a par le théoreme de la limite d’une fonction composée : lirggr ln; = o0,
X—
Comme lim —1 = —1et lim In> = +oo
x-0% x-0t X 1
on a par le théoreme de la limite d’une opération : lirg}F - ln; = —o00,
X—
limlnx = lim Inx = lim —In= = —oo
x—>0l i+ )x—>0+ x—0 x 0
lirrén(Tx donne la forme indéterminée —.
X
1 1 -1 . -

Lim 2OFD) _ gy MADINARD) _ 4, [T posant f(x) = In(1 + x)
x—0 X x—0 x1—0 x—0 1x—O

—_r _ T ’ -

=10 = vo A f'(x) 14x

=1.
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. Inx . , . , ©o
% lim — donne la forme indéterminée — .
x—+00 X o

1
elnx

Pour tout x > 1:1n7x=

EE

nx T
Inx

Comme lim Inx = +oo et lim = = oo,

xX—+co xX—+o0 X
Inx
on a par le théoréme de la limite d’une fonction composée : liT elnx = +oo.
X—+ 00
Inx
Comme lim 1=1et lim *— = +
x—+00 x—+o00 Inx
on a par le théoréme de la limite d’une opération : li1n - = 0.
x—+o00 &7
Inx
Conclusion : lim 2% = 0.
x—+00 X x
% Une autre preuve n’utilisant pas liT e? = +00.
X—+ 00
li1+n me donne la forme indéterminée =.
X—+ 00 (00
Soit la fonction R}, — R:x = f(x) = Inx — 2v/x.
f)=In1-2V1=0-2=-2.
o) = X ool gl ol L1 1 V1oV
f(x)—;—Z(xZ) T x 22x2—x x x vJxx x x  x
Six>1lalors x>1
—/x < -1
1-v/x<0
1;\/} <0 carx >0
f'(x) <o0.
La fonction f est donc strictement décroissante sur]1; +oo|.
Par conséquent: Vx > 1: f(x) < —2
f(x) <0
Inx —2Vx <0
Inx < 2Vx
Inx _2Vx _ 2vx _ 2
T<T_\/§\/§_\/§ carx > 0.
Vx>1: 0<lInx
0< 1“7" carx > 0.
Inx 2
vVx>1: 0< ~ < ﬁ
Comme lim 0=0 et lim —= 0, on a par le théoréme des gendarmes que lim hx_ o,
x—>+00 x—>+oo\/; xX—+0 X
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% lim x In x donne la forme indéterminée 0 X oo.

x—-0

Int
Pourtoutx > 0:xlnx = x(—(—lnx)) = x(—lni) = —xlni = —%.

Inx *
Comme llm -=4o00 et lim —=0,
+Xx x—>+o00 X
lnl
=0.

on a par le théoréme de la limite d’une fonction composée : limr —=
x-0" —

1

In
Comme llm —1=—-1et lzm =0

x—-0% x—0 ;
lr1l
on a par le théoréme de la limite d’une opération :  lim ——* = 0.

x—0 =
x

]_
limxlnx = llm xlnx = lim _%: 0.

x—0 x>0 1
X

c.q.f.d.
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2. Dérivées

Rappel:
(kw) =ku (k €R)
(k)" = (k € R)

(x%) = ax%1

(u+v) =u +v
(uv) =u'v+uv’
(E)I _ u'v—uv’

v v?
(e¥) =e*
1
(Inx)' =-
X
Exercice 1
Déterminer la fonction dérivée de la fonction f sur I'ensemble D.
1. f(x) = 3xe* -1 D=R
2. f(x)=xlnx—x-2 D =]0; +oo
3. f(x) =x? + xe* D=R
4. f(.X') _ 1+lnx D = ]0 —|—OO[
5. f( )_ 1- Zlnx ]O,+00[
6. f(x)—lnx—x+1 D =]0; 00[
x+1
7. f(x)zlnx—2 ” D =]0; +oo[
8. f(x)=(x? —Zx)lnx——x + 4x.D = ]0; +oo[
9. f(x) = (2x?* —3x)e* D=R
10. f(x) = -1+ (1 —x)e* D =R
Solutions
1. f'(x) = 3e*(1+x)
2. f'(x) =Inx
3. f'(x) =2x+e*+xe*
4 f (x) _ —lnx
5 f( ) _ Zlnx 3
6. f (x) = ;— 1
x) = 1 1
7. f Y= x+ (2x+1)2
8. f'(x)=02x—-2)(Inx—-1)
9. f'(x) —(Zx +x—3)e
10. f'(x) = —
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3. Limites

Astuce: la fonction x = e*
est "plus forte” que la fonction x — x¢
qui est "plus forte" que la fonction x = Inx
avec a > 0.

Calculer les limites suivantes.
Exercice 2

limxlnx+e*—x-—3
x—-2

Solution
limxinx+e*—x—-3=2In2+e*-2-3=2n2+e%*-5

xX—2

Exercice 3

a) lin31xlnx+ex—x—2
x—

b) limx3Inx —x—2
x—e

C) limxlnx—=—2
x—-1 X

d lim e*+x—-2
x=In7

. x-3
e) lim
x—3 2+3lnx

Solution

a) 3ln3+e3-5
b) e3—e—2

c) -3

d) 5+In7

e) 0
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Exercice 4

I x—3
xl—rfl% 2 + 3lnx
Solution
//' w - 3 . = i@
/.. =
w20 02‘*'3&\"&.
RCI”\M?JU e o OZf @/@4?\4}('6"7@ g!a Jy{m«'haﬁ
& b d%ack'@% i =3
D4 Fn -
_% N
3 *
aF et [Uje /'+oé[_ o dence
-2
g}“‘ i z = @M\ ~ &‘
5 ' 7
A0 QIO asot 213
Exercice 5
I 5—x
8“2+ 7inx
Solution
0
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Exercice 6

2+3Inx

a) lim
x—0 X

. 2-3Inx
b) lim
x—>0 Xx+3

Solution
aeth)

; A =
Lo L X w30" @
\Ud

Exercice 7
a) lim 2+3Ilnx
x—0 —-X
. 2-3Ilnx
b) il_T)T(;, -3-x
Solution
a) +oo
b) —oo
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